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Motivaţia tezei 

 

Sursele de energie regenerabilă sunt din ce în ce mai des utilizate în producerea 
energiei. Una dintre aceste resurse reprezintă energia produsă de sistemele hidroenergetice. 
Posibilitatea de stocare a energiei cât şi modul relativ simplu de producere a energiei 
hidroelectrice fac ca aceasta să devină o sursă preferată înaintea altor sisteme de producere a 
energiei. 

Producerea energiei la turaţie variabilă face ca turbinele utilizate în practică să fie 
operate pe un domeniu larg, care poate fi departe de condiţiile optime de exploatare. Referitor 
la aceste condiţii, o situaţie care ridică probleme tehnologice o reprezintă funcţionarea la debit 
parţial, care conduce la o puternică instabilitate hidrodinamică sub forma unui vârtej elicoidal 
în mişcare de precesie, numit şi vârtejul funie [1]. Acest fenomen este foarte evident când 
discutăm despre turbine Francis.  

 Vârtejul de tip funie creează fluctuaţii mari de presiune asupra pereţilor tuburilor de 
evacuare din turbină [2]. Acestea pot conduce la solicitări periculoase inclusiv la deteriorarea 
prin oboseala în timp [3]. Acest fenomen este periculos atunci când frecvenţa oscilaţiilor 
vârtejului funie coincide cu frecvenţa de rezonanţă a structurii turbinei sau a circuitului 
hidraulic. Modelarea acestor fenomene hidrodinamice care conduc la dezvoltarea vârtejului 
reprezintă o sarcină complexă care presupune luarea în considerare a tuturor combinaţiilor de 
factori care conduc la generarea acestei instabilităţi în sistemul fluid. 

Determinările experimentale ale condiţiilor care conduc la generarea unui vârtej funie 
sunt foarte dificile din punct de vedere practic, impunând utilizarea unor echipamente 
complexe care nu pot fi utilizate în evaluarea unui sistem real [4]. Aceasta face ca modelarea 
matematică a fenomenului să devină o unealtă importantă în proiectarea sistemului hidraulic. 
Sistemul trebuie analizat în regim dinamic, ceea ce presupune rezolvarea ecuaţiilor modelului 
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Navier-Stokes pentru diferite seturi de condiţii impuse de funcţionarea sistemului real. 
Sistemul de ecuaţii Navier-Stokes care guvernează curgerea unui fluid este un sistem puternic 
neliniar, care necesită o atenţie aparte din punct de vedere a abordării soluţionării sale. În 
ciuda progreselor apărute în ultimii ani în domeniul analizei numerice a dinamicii fluidelor 
[5], respectiv în domeniul resurselor de calcul, modelarea curgerii turbionare rămâne o sarcină 
dificilă.  

Resursele computaţionale impuse de aplicaţiile existente până în momentul de faţă 
pentru simularea fenomenelor curgerii turbulente sunt uriaşe şi sunt cauzate de câţiva factori. 
Aceste aplicaţii sunt bazate exclusiv pe utilizarea unor metode numerice ca metoda 
elementului finit sau metoda volumelor finite. Pe lângă faptul că aceste metode necesită 
alocarea unor resurse computaţionale mari, datorită faptului că rezolvarea sistemului neliniar 
impune utilizarea unor meşe foarte fine cu un număr foarte mare de noduri, metodele bazate 
pe element finit întâmpină probleme şi din punct de vedere a instabilităţii fenomenului în 
realitate, fapt care conduce la interpretări eronate, dacă nu se realizează o implementare foarte 
atentă. În cazul studierii unor regimuri puternic dinamice, metodele bazate pe element finit pot 
să conducă la timpi de calcul foarte mari pentru o simpla analiză.  

În aceste condiţii, o analiză a sistemului fluid din punct de vedere al stabilităţii poate să 
conducă la o mai bună înţelegere a fenomenelor de instabilitate şi a cauzelor care le produc şi 
pot să ofere o corelare între cauze şi efecte. 

În cazul analizei de stabilitate, numărul de analize care trebuie efectuate este foarte 
mare, ceea ce presupune rezolvarea întregului sistem pentru un numar mare de combinaţii de 
factori, cât şi pentru condiţii la limită complexe. Ca şi o alternativă la metodele amintite mai 
sus, în prezenta teză se propune o rezolvare a regimurilor dinamice apărute în cazul curgerii 
turbulente, nestaţionare a fluidelor cu vârtejuri, bazată pe utilizarea unei metode matematice 
aparute relativ recent în literatură: metoda colocaţiei spectrale. 

Analiza de stabilitate în cazul curgerii fluidelor presupune câţiva paşi. Un prim pas este 
stabilirea condiţiilor pe frontieră, respectiv în axă pentru cazul studiat. O problemă care a fost 
observată în cadrul acestei teze este faptul ca acurateţea soluţiei depinde şi de condiţiile la 
limită impuse.  

Multe lucrări citate în literatura de specialitate se concentrează doar asupra modelării, 
respectiv investigării experimentale a curgerii fluidului cu mişcare de rotaţie, respectiv 
procesare [6-15], fără a lua în considerare şi analize de stabilitate. Această teză îşi propune să 
investigheze condiţiile de dezvoltare a instabilităţii hidrodinamice în cazul curgerii cu mişcare 
de rotaţie care apare în turbinele Francis, oferind o analiză de stabilitate spaţio/temporală care 
poate să caracterizeze acest tip de fenomene neliniare.  

 

Obiectivele tezei 

 
Teza abordează domeniul mecanicii fluidelor computaţionale şi analizei numerice, într-

un demers interdisciplinar al cărui subiect este reprezentat de o problemă fundamentală de 
hidrodinamică corespunzătoare stabilităţii curgerilor cu rotaţie cu aplicaţii la curgerile 
decelerate cu vârtej în turbomaşini. Principalele obiective ale acestei teze sunt extinderea 
metodelor analitice de stabilitate hidrodinamică la obţinerea unor modele ale sistemelor fluide 
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care dezvoltă vârtejuri, în paralel cu dezvoltarea unor aplicaţii informatice care să permită 
analiza calitativă a sistemului fluid prin prisma investigaţiilor numerice ale stabilităţii 
spaţio/temporale, procesate pe o structură distribuită de calcul paralel de tip cluster. Aceste 
instrumente sunt de mare relevanţă aplicativă nu numai din punct de vedere al reducerii 
drastice a costurilor legate de timp şi resurse, dar pot oferi informaţii şi despre cauzele 
fenomenelor de instabilitate hidrodinamică, conducând la optimizarea metodelor de control al 
stabilităţii. Deşi metodele analitice care stau la baza analizelor de stabilitate ale sistemelor 
dinamice sunt bine determinate, obţinerea modelelor sistemelor fluide presupune calcule 
analitice laborioase şi nu avem cunoştiinţă că există aplicaţii informatice dedicate unor astfel 
de investigaţii.  

Aplicaţiile informatice prezentate în cadrul acestei teze permit identificarea stărilor de 
instabilitate ale sistemului fluid pentru diferiţi parametri, conducând la obţinerea unei 
experienţe în înţelegerea profilului real al curgerilor cu rotaţii, în vederea proiectării unor 
tehnologii de control a dinamicii fluidului. 

Alegerea metodelor spectrale în soluţionarea problemelor de valori şi vectori proprii ce 
guvernează stabilitatea curgerilor cu rotaţie investigate în cadrul acestei lucrări este motivată 
de precizia acestor metode. Metodele spectrale au proprietăţi excelente din punct de vedere al 
convergenţei algoritmului, având o convergenţă de tip exponenţial, cea mai rapidă, spre 
deosebire de metodele de element finit ce oferă o rată algebrică de convergenţă a metodei. 
Metodele spectrale abordează soluţia problemei descrise prin ecuaţii diferenţiale la nivel 
global, spre deosebire de metodele elementului finit care au o abordare de tip local.  

Implementarea algoritmilor analizelor de stabilitate hidrodnamică utilizând metoda de 
colocaţie spectrală este avantajoasă şi din punct de vedere al timpului  redus de rulare cât şi al 
resurselor hardware, nefiind necesar un supercomputer. 

Aceste metode au fost validate pentru studii de stabilitate spaţială în cazul curgerilor 
paralele pentru profile de viteză existente în literatură [16] (în cazul vârtejurilor de tip 
Batchelor spre exemplu) şi apoi aplicate pe exemple concrete derivate din măsurători 
experimentale în cazul vârtejurilor elicoidale în mişcare de precesie într-o curgere decelarată 
cu vârtej în turbine Francis.  

 

Contribuţii personale 

 

Elementele originale ale proiectării algoritmilor constau în:  
 Dezvoltarea unui model matematic, în formulare matriceală, al curgerii cu vârtejuri în 

rotorul turbinei Francis, adaptat aplicării metodelor spectrale în prezenţa unor mici 
perturbaţii (Capitolul 3); 

 Introducerea unei clase speciale de polinoame ortogonale ca bază de funcţii 
aproximante, anume polinoamele Chebîşev definite în spaţiul fizic al problemei; 
această abordare permiţând rezolvarea numerică a problemei de stabilitate 
hidrodinamică direct în spaţiul fizic al fenomenului studiat mărind gradul de precizie 
(Capitolul 4, Secţiunea 4.2). 

 Construirea unor aproximări eficiente ale vectorilor proprii utilizând expansiuni în serii 
de polinoame ortogonale care înglobează condiţiile la limită; această tehnică permiţând 
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 Aproximarea derivatelor vectorilor proprii cu maximă precizie, cu ajutorul operatorilor 
de diferenţiere discreţi, calculaţi în funcţie de caracteristicile fenomenului studiat (tipul 
de curgere axial-simetrică sau non axial-simetrică, condiţiile la limită, expresiile 
funcţiilor aproximante ale vectorilor proprii) (Capitolul 5 şi Capitolul 7). 

 Construirea, pentru fiecare tip de fenomen studiat (axial simetric, non-axial simetric), a 
gridului optim de discretizare a domeniului şi utilizarea unor transformări optime de 
coordonate de la intervalul standard de definiţie a punctelor de colocaţie la intervalul 
fizic al problemei, fără alterarea ratei de cluster a punctelor de colocaţie (Capitolul 4, 
Secţiunea 4.3). 

 Implementarea eficientă a condiţiilor la limită de tip Dirichlet, Neumann şi/sau mixte 
prin împărţirea matricilor problemei de valori proprii în blocuri şi definirea corectă a 
acestora astfel încât comportamentul modurilor proprii la extremităţile domeniului să 
exprime condiţiile la limită (Capitolul 5, Capitolul 6, Capitolul 7). 

 Implementarea funcţiilor test ortogonale utilizând calculul simbolic (Capitolul 6).  
 Includerea unei biblioteci eficiente pentru soluţionarea problemelor de valori proprii 

care guvernează stabilitatea curgerilor cu rotaţie investigate în platforma software de 
implementare a aplicaţiilor, anume NAG Toolbox for Matlab (Capitolul 6, Capitolul 7 
şi Capitolul 9). 

 Dezvoltarea şi implementarea unei metode originale pentru eliminarea valorilor proprii 
false din spectrul hidrodinamic (Capitolul 8, Secţiunea 8.3). 

 În cadrul acestei teze, după elaborarea, respectiv validarea algoritmilor a fost încercată 
cu succes paralelizarea, respectiv procesarea pe o structură distribuită de calcul paralel 
de tip cluster (Capitolul 7). Testând algoritmii pentru analiza stabilităţii hidrodinamice 
cu condiţii la limită complexe pe câteva configuraţii ale cluster-ului, au fost evaluate 
performanţele algoritmului paralel (Capitolul 9) şi se constată din experimentări că 
timpul optim de procesare este atins când calculele se efectuează pe patru sau şase 
procesoare în paralel, la 83 de noduri de colocaţie pentru acest tip de problemă. 

Algoritmii implementaţi se constituie într-o suită Matlab a cărei rulare permite 
obţinerea imediată a informaţiilor asupra modului cel mai instabil, vizualizări grafice ale 
vectorilor proprii, ale perturbaţiilor şi determinarea frecvenţei celei mai amplificate perturbaţii.   

 

Organizarea tezei: 

 

Teza este organizată astfel: 

În Capitolul 1 este prezentată motivaţia studiului stabilităţii hidrodinamice a sistemului 
fluid din turbinele hidraulice Francis utilizând tehnici de caclul paralel şi distribuit.  

Capitolul 2 prezintă metodologia analizei liniare de stabilitate a curgerilor cu rotaţie.  

Modelul matematic al sistemului fluid în conul de difuzie al turbinei Francis, într-o 
curgere paralelă, mediată circumferenţial este dezvoltat în Capitolul 3. 
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În Capitolul 4 clasa polinoamelor Cebîşev modificate este introdusă ca şi bază de 
funcţii test ortogonale şi sunt prezentate consideraţii asupra metodelor numerice spectrale.  

Capitolul 5 expune o nouă metodă numerică de colocaţie spectrală, bazată pe funcţii 
test modale care înglobează condiţiile la limită Dirichlet. Această metodă este adresată 
investigării stabilităţii sistemului fluid în cazurile non axialsimetrice.    

În cazurile eliptice şi în cazul axial simetric, condiţiile la limită sunt exprimate prin 
relaţii sofisticate care impun o altă abordare în construirea algoritmului de investigare a 
stabilităţii hidrodinamice. Astfel, Capitolul 6 expune o metodă numerică de tip Cebîşev-tau  
modificată, utilizând expansiunea funcţiilor necunoscute în serii de polinoame ortogonale 
definite în capitolul 4. Avantajul major al acestui algoritm este acela că problema de valori şi 
vectori proprii se reduce la rezolvarea unui sistem de ecuaţii algebrice, iar condiţiile la limită 
reprezintă ecuaţii liniare care completează sistemul algebric. În implementarea algoritmului a 
fost folosit şi calculul simbolic. 

Un nou algoritm pentru calculul paralel şi distribuit, bazat pe metoda colocaţiei 
spectrale şi care poate investiga stabilitatea sistemului fluid pentru orice tipuri de condiţii la 
limită este prezentat în Capitolul 7. Utilizând operatori diferenţiali care aproximează derivatele 
funcţiilor necunoscute, sistemul de ecuaţii diferenţiale care guvernează stabilitatea curgerii 
este transformat într-o problemă de valori şi vectori proprii matriceală. Avantajele aduse de 
acest algoritm sunt: calcularea amplitudinilor perturbaţiilor direct în spaţiul fizic al problemei 
de stabilitate hidrodinamică, creşterea gradului de precizie nefiind nevoie de aproximarea 
numerică a unui eventual jacobian al transformarii spatiale, timpul de calcul este semnificativ 
mai mic faţă de metodele clasice de element finit, pentru un anumit parametru spectral N, 
eroarea atinge o rată de micşorare exponenţială. 

Algoritmii dezvoltaţi şi prezentaţi în această teză au fost validaţi în Capitolul 8, cu 
rezultate existente în literatură care vizează stabilitatea hidrodinamică a vârtejului care se 
dezvoltă pe aripile delta ale avioanelor, numit vârtejul Batchelor. 

Capitolul 9 prezintă rezultatele investigării stabilităţii vârtejului funie cu ajutorul 
algoritmulor expuşi în această teză şi procesaţi pe o structură distribuită de calcul paralel de tip 
cluster. În cadrul acestui capitol au fost urmărite două direcţii de cercetare şi anume: 

1. Studiul comportarii sistemului dinamic fluid din turbina Francis în funcţie de 
coeficientul de debit. În acest caz a fost utilizat un profil simplificat al vârtejului funie, 
ale cărui viteze au fost exprimate analitic ca fiind o superpoziţie a unor vârtejuri [8].   

2. Analiza instabilităţii convective şi absolute a sistemului fluid din turbină la debit 
partial. Profilele discrete ale vitezelor axială, respectiv circumferenţială în acest studiu 
au fost furnizate de către cercetători de la Institutul de Termofizică Novosibirsk [17], 
Rusia şi utilizate în algoritmii de stabilitate dezvoltaţi în cadrul acestei teze. Utilizând 
metodele spectrale dezvoltate în această teză a fost determinată frecvenţa dominantă a 
vârtejului funie şi numărul de undă corespunzător. Rezultatele obţinute au fost identice 
cu cele prezentate de cercetătorii din Rusia, validând încă o dată algoritmii numerici 
prezentaţi. 

 
Studiului convergenţei algoritmului de colocaţie spectrală prezentat în acest capitol 

este de asemenea expus, fiind prezentată o metodă originală pentru determinarea numărului 
optim de noduri de colocaţie.  
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Algoritmul de investigare a stabilităţii hidrodinamice a fost procesat pe câteva 
configuraţii ale clusterului, fiind determinat numărul optim al staţiilor de lucru pentru care 
timpul de procesare să fie rezonabil.  

Teza se încheie cu concluziile, contribuţiile originale şi proiectele de viitor expuse în 
Capitolul 10. 

 

Concluzii 

 
 Obiectivele tezei au fost crearea de algoritmi şi metode numerice noi pentru 
investigarea stabilităţii hidrodinamice a sistemelor fluide cu vârtejuri, cu aplicaţii la studiul 
centrului vârtejului funie în curgeri paralele, pentru studiul modurilor neaxialsimetrice, 
modului axialsimetric şi pentru moduri ce satisfac condiţii la limită complexe.  

Aceste metode au fost validate pentru studii de stabilitate spaţială în cazul curgerilor 
paralele pentru profile de viteză existente în literatură (în cazul vârtejurilor de tip Batchelor 
spre exemplu) şi apoi aplicate pe exemple concrete derivate din măsurători experimentale în 
cazul vârtejurilor elicoidale în mişcare de precesie într-o curgere decelarată cu vârtej în turbina 
Francis.  

Aplicaţiile informatice prezentate în cadrul acestei teze permit identificarea stărilor de 
stabilitate ale sistemului fluid pentru diferiţi parametri, conducând la obţinerea unei experienţe 
în înţelegerea profilului real al curgerilor cu rotaţii, în vederea proiectării unor tehnologii de 
control a dinamicii fluidului. 

Rezultatele obţinute confirmă îndeplinirea obiectivelor propuse.  
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