Studii şi cercetări în mecanica mediilor continue prin aplicarea unor noi metode analitice aproximative
Rezumat:

Practica ştiinței inginereşti poate fi descrisă ca un proces evolutiv: de la simpla observație la construcția unui model matematic care să explice observațiile sau invers. Folosirea diferitelor modele matematice implică relații constitutive precum şi un număr de principii, legi, tehnici şi metode. Unele principii sunt mai uşor de înțeles altele mai dificile, adesea imposibile. O serie de experimente pot trezi un deosebit interes, pot stimula inteligența şi curiozitatea. Mecanica mediilor continue este un domeniu vast aflat în atenția multor cercetători, intens cercetat din multe puncte de vedere. Obiectivul prezentei teze este de a propune o abordare corectă a ecuațiilor diferențiale neliniare ce guvernează curgerea diferitelor tipuri de fluide precum şi transferul de căldură utilizând o nouă tehnică analitică numită "Metoda homotopică asimptotică optimală" (MHAO).

Soluțiile analitice ale ecuațiilor diferențiale neliniare sau a ecuațiilor diferențiale cu coeficienți variabili joacă un rol important în studiul sistemelor dinamice neliniare, dar în acelaşi timp este deosebit de dificil de a găsi soluțiile analitice, în special pentru probleme neliniare cu neliniarități moderate sau mari. În general, metodele analitice cunoscute în literatura de specialitate sunt restricționate la un număr limitat de cazuri depinzând de un parametru care apare în ecuațiile de mişcare şi sunt valide numai pentru acele probleme cu neliniarități tari (mari). Există un mare număr de metode analitice aproximative care permit rezolvarea anumitor tipuri particulare de ecuații diferențiale neliniare, cum ar fi: metoda parametrului mic, metoda de tip Lindstedt-Poincaré, metoda dezvoltării 
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, metoda scărilor multiple, metoda Krîlov-Bogoliubov-Mitropolski, metoda iterativ-variațională, metoda balanței armonice, metoda perturbatoare cu funcții eliptice, etc. Adesea, aceste metode nu sunt convergente pe întregul domeniu de definiție. În particular, este mai greu de obținut soluții analitice aproximative decât unele numerice. Uneori metodele numerice dau puncte de discontinuitate deosebite.

Metoda MHAO care o folosim în cadrul prezentei lucrări are câteva caracteristici care o deosebesc în totalitate de celelalte metode cunoscute. Un avantaj foarte important al acestei proceduri este independența de orice parametru mic sau mare. Un alt avantaj este garantarea convergenței soluțiilor prin metode riguros demonstrate: metoda minimizării restului, metoda Galerkin, metoda Ritz, metoda colocației, metoda celor mai mici pătrate, metoda Kolmogorov, etc. Pe de altă parte metoda permite o mare libertate în alegerea operatorului liniar şi a funcțiilor auxiliare de asigurare a convergenței soluțiilor. În toată teza folosim o singură iterație, lucru care este absolut nou deci şi surprinzător. Metoda folosită este generală şi se poate aplica în orice domeniu în care apar fenomene descrise de ecuații diferențiale neliniare. În toate cazurile pe care le exemplificăm, abaterile soluțiilor analitice aproximative sunt deosebit de mici în comparație cu soluțiile numerice. Alte avantaje sunt: scrierea soluțiilor analitice pe câteva rânduri spre deosebire de alte metode a căror soluție se scrie pe câteva pagini. Soluțiile sunt efective, uşor de obținut prin rezolvarea unei singure ecuații liniare. Pentru obținerea soluțiilor şi a anumitor parametri de convergență nu este necesar un calculator cu performanțe deosebite (în comparație, de exemplu, cu metoda Homotopy Analysis Method, unde este nevoie de câteva pagini pentru scrierea soluției analitice aproximative). În fine, nu avem nevoie de legi deosebite sau de îmbunătățirea abaterii cu procedee suplimentare cum ar fi aproximanta Padé. Nu există limitări sau probleme deschise.

Pentru a scoate în evidență eficiența deosebită a metodei MHAO, se prezintă un număr mare de tabele şi grafice comparând în permanență rezultatele proprii obținute cu cele numerice. Aplicând metoda MHAO se pot obține şi soluții exacte pentru unele cazuri (a se vedea 4.2.2, 5.1.2, 5.2.3 şi 5.4.2), ceea ce nu se întâmplă la nici o altă metodă cunoscută în literatura de specialitate. Acuratețea rezultatelor obținute cu metoda MHAO este demonstrată prin mai multe metode: comparația soluțiilor şi a derivatei soluțiilor astfel obținute cu valorile numerice corespunzătoare obținute aplicând metoda Runge-Kutta de ordinul patru în combinație cu metoda shooting folosind softul Wolfram Mathematika 6.0, prin comparația coeficienților 
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 obținute cu cele două metode, apoi construind graficul restului dar şi aplicând câteva teste statistice precum testele Durbin-Wattson sau Barlett. Pentru prima dată se obțin soluții duale (paragraful 5.4) pentru un sistem dinamic puternic neliniar. În fiecare caz prezentat în această lucrare se discută influența diferiților parametri asupra soluțiilor aproximative obținute. Este pentru prima dată în literatura ştiințifică că se determină soluții duale pentru ecuații diferențiale neliniare total diferite între ele. Mai mult, graficele celor două soluții sunt diferite (a se vedea secițunea 5.4). 
Toate rezultatele prezentei lucrări sunt contribuții originale ale autorului. Lucrarea conține cinci capitole. Primul capitol se referă la fundamentarea teoretică a mediilor continue, proprietăților mecanice, ecuațiilor constitutive. Se descriu sumar câteva tipuri de fluide (vâscoelastice, Newtoniene, incompresibile, Maxwell, Oldroyd) şi se descriu ecuațiile de bază.

În capitolul 2 se prezintă detaliat metoda MHAO cu două variante. Se construieşte homotopia corespunzătoare dinamicii studiate, se arată modul de construcție al funcției auxiliare de control al convergenței şi se consideră metode optimale de determinare a parametrilor ce asigură convergența soluțiilor. Fiecare variantă este exemplificată pe cazuri practice.

În capitolul 3 se aplică metoda MHAO în studiul amortizoarelor fluide neliniare de tip Bingham. După o prezentare a mai multor tipuri de modele Bingham, se propune rezolvarea unei ecuații neliniare cubice cu amortizare nevâscoasă. Modelul este descris printr-o ecuație integro-diferențială neliniară. Se folosesc trei paşi şi o funcție auxiliară cu nouă parametri de control al convergenței. În literatură nu este cunoscută o altă soluție a acestui model propus.

În secțiunea 1 a capitolului 4, ecuația neliniară de tip Falkner-Skan, descrie curgerea unui fluid Newtonian vâscos sub acțiunea unui gradient de presiune. Problema este rezolvată aproxi- mativ cu metoda MHAO. La obținerea soluțiilor aproximative de înaltă precizie s-au folosit patru funcții auxiliare de control a convergenței, dintre care două cu nouă parametri optimali, şi două cu zece parametri optimali. Parametrii optimali au fost determinați cu metoda Galerkin. Din cele abordate s-a observat că precizia soluțiilor aproximative creşte odată cu creşterea numărului de parametri optimali. Pe de altă parte, în fiecare din cele patru cazuri şi doisprezece exemple, acuratețea soluțiilor aproximative creşte odată cu creşterea valorii gradientului de presiune 
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. Concluzia este că viteza de curgere creşte dacă gradientul de presiune se măreşte. Pentru a pune în evidență importanța soluțiilor analitice aproximative, determinate cu MHAO, se prezintă graficele tri-dimensionale ale componentelor vitezei fluidului, respectiv graficul âmpului de vectori 
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, pentru un fluid vâscos Newtonian, în cazurile 
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. Din aceste grafice se poate observa influența valorii gradientului de presiune 
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 asupra curgerii, şi anume: pe măsură ce 
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 creşte apare fenomenul de dispersie a fluidului. Aceste concluzii semnifică impotanța soluțiilor aproximative, astfel obținute. Pe baza observațiilor din prima secțiune a capitolului de față, în secțiunea a doua, problema curgerii unui fluid Newtonian vâscos pe o suprafață întinsă cu alunecare parțială, am rezolvat-o cu metoda MHAO, folosind nouă parametri optimali. şi la acestă problemă s-a folosit metoda Galerkin pentru optimizarea parametrilor introduşi. Precizia soluțiilor aproximative, a coeficientului superficial la limită 
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, s-a dovedit a fi la fel de mare şi pentru această problemă. Am studiat patru cazuri şi doisprezece exemple: întinderea plană cu pânză impemeabilă (
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), întinderea asimetrică cu pânză impemeabilă (
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), întinderea plană cu pânză de aspirație (
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), întinderea asimetrică cu pânză de aspirație (
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). Validi- tatea rezultatelor obținute cu metoda MHAO sunt prezentate în şaisprezece tabele şi douăzeci de figuri. În toate cele patru cazuri componentele vitezei descresc la o creştere a parametrului de alunecare 
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. De asemenea, s-a obținut că viteza de curgere este mai mică în cazul întinderii asimetrice (
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) decât în cazul întinderii plane (
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). Un rezultat remarcabil este obținut în cazul întinderii plane pentru o foaie impermeabilă: cu metoda MHAO am obținut soluția exactă a fluidului considerat. Un alt rezultat important este folosirea metodei Galerkin pentru optimizarea parametrilor, cu funcții pondere dependente la rândul lor de doi parametri. Importanța soluțiilor aproximative este pusă în evidență prin graficele tri-dimensionale (ale componentelor vitezei fluidului), dar şi prin graficele câmpului de vectori 
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, în doar două cazuri: cazul curgerii plane cu pânză impermeabilă şi cazul curgerii asimetrice cu pânză impermeabilă. S-a considerat curgerea laminară cu alunecare parțială a unui fluid vâscos Newtonian pe o suprafață întinsă. Aceste rezultate completează rezultatele adimensionale obținute cu MHAO. Problema transferului de căldură şi a curgerii instabile a unui fluid Newtonian vâscos pe o suprafață întinsă, este studiată în secțiunea a treia. Pentru rezolvarea aproximativă cu metoda MHAO s-au folosit două tipuri de aproximări: una bazată pe func tii exponențiale şi a doua cu funcții raționale. În cazul soluției aproximative a ecuației transferului de masă s-au folosit zece parametri optimali, la aproximarea cu funcții exponențiale (respectiv, şapte parametri optimali, la aproximarea cu funcții raționale). Pentru rezolvarea aproximativă a ecuației transferului de căldură s-au folosit nouă parametri optimali, la aproximarea cu funcții exponențiale (respectiv, doisprezece parametri optimali, la aproximarea cu funcții raționale). Parametrii optimali au fost determinați cu metoda celor mai mici pătrate. Acuratețea celor doisprezece soluțiilor aproximative este verificată prin comparațiile prezentate în doisprezece tabele şi şapte grafice. Din aceste comparații am putut trage următoarele concluzii: 1) deplasarea 
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 creşte odată cu creşterea condiției inițiale 
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 descreşte odată cu creşterea coeficientului 
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; 3) temperatura descreşte odată cu creşterea coeficientului 
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, pentru orice valoare a numărului Prandtl; 4) temperatura descreşte odată cu creşterea numărului Prandtl, pentru orice valoare a condiției inițiale 
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. Pentru prima dată în domeniul mediilor continue sunt prezentate doisprezece soluții distincte pentru un sistem neliniar diferențial în două variabile.

În Capitolul 5 sunt studiate patru probleme. Problema curgerii unui fluid Maxwell superior-convectiv pe o placă poroasă întinsă cu aspirație (
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) sau cu imersie (
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) este rezolvată aproximativ în prima secțiune. Folosind a doua variantă a metodei MHAO (a se vedea capitolul 2, sectiune a doua) am determinat soluții aproximative multiple, atât în cazul problemei cu aspirație, cât şi în cazul problemei cu imersie. Ca şi în cazul curgerii unui fluid Newtonian, soluțiile aproximative determinate cu metoda MHAO sunt foarte precise, dacă numărul de parametri optimali creşte. Valorile parametrilor optimali au fost determinate cu metoda celor mai mici pătrate. Validitatea acurateței soluțiilor aproximative (pentru deplasarea 
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 şi viteza 
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) este arătată în zece tabele şi patru grafice, pentru valori fixa-te ale coeficienților 
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. Cu ajutorul metodei MHAO se poate obține un alt rezultat deosebit: pentru 
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 se obține soluția exactă a ecuației Maxwell considerată în această secțiune. Convergența soluțiilor aproximative este întărită prin două teste statistice efectuate asupra abaterilor în 30 de punte: testul Durbin-Wattson pentru autocorelații (legătura între valori consecutive) şi testul Barlett pentru homoscedasticitate (varianță constantă). Aceste teste statistice caracterizează proprietățile asimptotice ale soluțiilor aproximative determinate cu metoda MHAO. Pentru toate soluțiile aproximative ambele teste statistice se încadrează între limitele unanim acceptate. De asemenea, din comparațiile coeficienților 
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 se poate întări concluzia despre eficiența metodei MHAO. Importanța soluțiilor aproximative se prezintă în teză pentru curgerea unui fluid Maxwell superior-convectiv. Sunt prezentate graficele tri-dimensionale (ale componentelor vitezei fluidului), precum şi graficul câmpului de vectori 
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, atât în cazul curgerii cu viteză de aspirație, cât şi în cazul curgerii cu viteză de imersie, rezultate care completează lista de rezultate adimensionale obținute cu MHAO. În a doua secțiune este rezolvată problema curgerii peliculei subțiri a unui fluid Oldroyd cu 6-constante pe o bandă în mişcare. Problema a fost redusă la o problemă neliniară ce depinde de trei coeficienți adimensionali 
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 (constante materiale) şi 
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 (coeficient adimensional al gravității). Din condițiile fizice la limită au fost deduse două condiții: una omogenă şi alta neomogenă. Metoda MHAO am aplicat-o cu succes pentru determinarea de soluții aproximative a problemei neliniare cu fiecare condiție la limită, folosind două alternative: o aproximare cu funcții polinomiale, iar alta cu funcții exponențiale. În cazul primei alternative s-a folosit o funcție auxiliară cu cinci parametri optimali, iar la a doua variantă s-a folosit o funcție auxiliară cu patru parametri optimali. Parametrii optimali au fost determinați cu metoda celor mai mici pătrate. Precizia soluțiilor aproximative este validată prin comparația lor cu soluția numerică. Aceste comparații sunt prezentate în douăzeci şi două de tabele şi douăzeci şi trei de grafice. Din aceste comparații se poate concluziona: 1) viteza benzii 
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 descreşte odată cu creşterea coeficientului 
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 creşte odată cu creşterea coeficientului 
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; 3) pentru orice valoare a coeficientului 
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, viteza benzii creşte odată cu creşterea coeficientului 
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; 3) viteza benzii descreşte pentru orice valoare a coeficientului 
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; 4) viteza benzii creşte pentru orice valoare a coeficientului 
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; 5) viteza benzii creşte odată cu creşterea coeficientului 
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; 6) viteza benzii descreşte pentru odată cu creşterea coeficientului 
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; 7) în toate cazurile viteza benzii descrețe pentru 
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 MHAO pune în evidență soluția exactă a unui fluid de tip Oldroyd cu 6 constante, ceea ce este încă un rezultat puțin cunoscut în lite- ratura de specialitate. Problema transferului de căldură şi curgerea stabilă a unui fluid MHD vâscos la nivelul stratului limiă este studiată cu a doua variantă a metodei MHAO (a se vedea capitolul 2, secțiunea a doua) în secțiunea a treia. Problema neliniară a transferului de masă depinde de trei coeficienți fizici: 
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- coeficientul magnetic, 
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- coeficientul vitezei de alunecare, 
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- coeficientul de aspirație (
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). Problema neliniară a transferului de căldură prin radiație depinde de trei coeficienți fizici: 
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- coeficientul termic de alunecare, 
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- numărul lui Prandtl. Soluția aproximativă 
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, ce descrie transferul de masă, am obținut-o cu MHAO folosind două funcții auxiliare depinzând de şase parametri optimali, iar soluția aproximativă 
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, ce descrie transferul de căldură prin radiație, am obținut-o cu MHAO folosind două funcții auxiliare depinzând de şapte parametri optimali. Cu metoda celor mai mici pătrate am determinat valorile numerice ale parametrilor optimali. Precizia soluțiilor aproximative este motivată prin comparația dintre rezultatele aproximative şi soluția numerică, prin comparația dintre vitezei de curgere 
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, prezentate în nouăsprezece tabele şi unsprezece grafice, dar şi prin comparația coeficientului superficial la limită 
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 şi a coeficientului de transfer termic 
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, pentru nouă cazuri ale coeficienților fizici. Mai mult decât atât, acuratețea rezultatelor aproximative este întărită prin reprezentarea grafică a restului de aproximare (pentru 
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). Soluşiile aproximative astfel determinate au condus la următoarele concluzii: 1) deplasarea 
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 creşte odată cu creşterea coeficientului de aspirație / de imersie 
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 descreşte odată cu creşterea coeficientului magnetic 
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; 3) rata de transport se reduce simțitor odată cu creşterea coeficientuli de aspirație / de imersie 
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 sau a coeficientului magnetic 
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 des- creşte odată cu creşterea coeficientuli de aspirație / de imersie 
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 sau a coeficientului magnetic 
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 crşte odată cu creşterea coeficientului magnetic 
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 descreşte odată cu creşterea coeficientului de alunecare 
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; 7) temperatura 
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 descreşte odată cu creşterea coeficientului de aspirație / de imersie 
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. Ultima secțiune a acestui capitol prezintă soluții duale pentru problema curgerii vâscoase instabile a unui fluid incompresibil printr-un cilindru contractiv. Problema de transport de masă depinde de doi coeficienți fizici: 
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- coeficientul de absorbție şi 
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- coeficientul de instabilitate. Sunt discutate patru cazuri. În fiecare dintre cele patru cazuri, aproximările soluțiilor duale au fost determinate cu ajutorul metodei MHAO (a doua variantă) folosind o funcție auxiliară cu paisprezece parametri optimali. Acuratețea soluțiilor aproximative este ilustrată prin comparația rezultatelor aproximative şi a rezultatelor numerice pentru deplasarea 
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, dar şi a coeficientului superficial la limită 
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. Aceste comparații sunt prezentate în şapte tabele şi patru grafice, atât pentru prima soluție, cât şi pentru a doua soluție. Astfel, din aceste comparații, metoda MHAO ne conduce la următoarele concluzii: 1) oricare ar fi valoarea fixată a coeficientului de absorbție 
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, pentru prima soluție, deplasarea 
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 scade dacă coeficientul de instabilitate 
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 creşte; situația opusă având loc pentru soluția duală; 2) în toate cazurile viteza fluidului 
[image: image100.wmf])
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 este amortizată mai repede odată cu creşterea coeficientuli de instabilitate 
[image: image101.wmf]S

; 3) grosimea stratului-limită de curgere scade dacă coeficientul de instabilitate 
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 scade, ceeace implică o creştere a gradientului de viteză; 4) pentru prima soluție gradientul de viteză este pozitiv (în toate cazurile), tendința opusă fiind pentru a doua soluție. Ca şi la problemele studiate în secțiunile precedente, se pune în evidență importanța soluțiilor aproximative, pentru curgerea instabilă a unui fluid vâscos printr-un cilindru contractat. Pentru aceasta, se prezintă graficele tri-dimensionale (ale componentelor vitezei), precum şi graficele câmpului 
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 în doar două din cele patru cazuri studiate, şi anume: cazurile în care coeficientul de instabilitate este 
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, pentru soluțiile duale corespunzătoare fiecărui caz. Aceste grafice completează rezultatele adimensionale obținute cu MHAO.

În consecință, principalul avantaj al acestei abordări este controlul convergenței soluțiilor aproximative într-un mod foarte riguros. O foarte bună precizie a fost găsită între soluțiile noastre aproximative şi rezultatele numerice, ceea ce dovedeşte că metoda noastră este corectă şi foarte eficientă în practică.

Este interesant de remarcat faptul că un număr mare de parametri 
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 în funcțiile auxiliare 
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 de control a convergenței conduce la o precizie mai bună a rezultatelor aproximative. Este de remarcat convergența soluțiilor şi a derivatelor acestora în comparație cu soluțiile numerice. Pe de altă parte, coeficientul superficial la limită 
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, valoarea limită 
[image: image108.wmf])

(

f

¥

 şi restul 
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 al diferitelor soluții au valori extrem de apropiate de valorile numerice corespunzătoare.
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